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ИККИТА СИНГУЛЯР КОЭФФИЦИЕНТГА ЭГА БЎЛГАН ЭЛЛИПТИК  
ТИПДАГИ ТЕНГЛАМА УЧУН ХОС ҚИЙМАТ ҲАҚИДАГИ МАСАЛАЛАР  
 
А. М. Шокиров  
 
Мақолада иккита сингуляр коэффициентга эга эллиптик типдаги дифференциал тенглама 
учун чорак доирада Дирихле ва Дирихле-Нейман масалаларининг хос қийматлари топилган. 
Ўзгарувчиларни ажратиш усулидан фойдаланиб, масалани оддий дифференциал тенгламалар 
учун қўйилган иккита хос қиймат ҳақидаги масалаларга ажратилган. Тенгламаларнинг умумий 
ечимларидан ва бажарилган алмаштиришлардан фойдаланиб, иккита оддий дифференциал 
тенгламаларнинг умумий ечимлари топилган. Бу умумий ечимларни чегаравий шартларга 
бўйсундириб, оддий дифференциал тенгламалар учун қўйилган масалаларнинг хос қийматлари ва 
уларга мос келувчи хос функциялар топилган.  
Калит сўзлар: эллиптик тенглама, сингуляр коэффициент, хос қиймат, хос функция, Бессел 
функциялари.  
 
В статье исследованы задачи на собственные значения в четверти круга для эллиптического 
уравнения с двумя сингулярными коэффициентами. Применяя метод разделения переменных, 
поставленные задачи приведены к двум задачам  на собственные значения обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Применяя решения этих уравнений, найдены общие решения двух 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Подчиняя этим общим решениям граничные 
условия, найдены собственные значения и собственные функции для обыкновенных 
дифференциальных уравнений.  
Ключевые слова: уравнения эллиптического типа, сингулярный коэффициент, собственное 
значение, собственная функция, функции Бесселя.  
 
1. Кириш. Маълумки, ҳозирги пайтда турли типга тегишли бўлган хусусий ҳосилали 
дифференциал тенгламалар учун спектрал масалалар жадаллик билан ривожланмоқда. Спектрал 
назария бўйича олиб борилаётган тадқиқот ишларини шартли равишда иккита йўналишга ажратиш 
мумкин. Биринчиси спектрал парамерга эга бўлган дифференциал тенгламалар учун ягоналик 
теоремалари ҳисобланади. Иккинчи йўналиш эса кўрилаётган масалаларнинг хос қийматлари ва 
уларга мос келувчи хос функцияларини топишдан иборат. Иккинчи йўналиш бўйича ҳозирги вақтда 
илмий тадқиқот ишлари жадаллик билан олиб борилмоқда ва ривожлантирилмоқда. Хорижда ва 
мамлакатимизда эллиптик ва аралаш типдаги турли тенгламалар учун хос қиймат ҳақидаги 
масалаларни [1-8] ишларда учратиш мумкин.  
Мақолада кўзда тутилган мақсад эллиптик типдаги сингуляр коэффициентли тенглама учун локал 
шартли хос қийматлар ҳақидаги масалаларни ўрганишдан иборат. 
Ушбу   
 
2 2
0xx yy x yu u u u ux y
  + + + + = ,                                (1) 
 
тенгламани ,x y  текислигининг четлари ( )1,0A , ( )0,1B  нуқталарда бўлган 
( ) 2 20 , : 1, 0, 0x y x y x y = + =    айлана ёйи, ( ) , : 0,OA x y y= =  0 1x   ва ( ) , : 0,OB x y x= =  
0 1y   кесмалар билан чегараланган   соҳада қараймиз. Бу ерда , R  , жумладан 0 1/ 2  . 
  соҳада (1) тенглама эллиптик типга тегишли бўлиб, соҳанинг OA  ва OB  кесмалари эса шу 
тенгламанинг сингулярлик чизиқлари ҳисобланади.  
  соҳада аниқланган ( ),u x y  функция (1) тенгламада иштирок этувчи барча ҳосилалари билан 
узлуксиз бўлиб, уни айниятга айлантирса, у ҳолда ( ),u x y  функция (1) тенгламанинг регуляр 
(классик) ечими дейилади. 
  соҳада (1) тенглама учун қуйидаги масалаларни ўрганамиз. 
  масала.   параметрнинг шундай қийматлари топилсинки, (1) тенгламанинг   соҳада 
регуляр ва  
( ) ( ) =  ,                                      ( ) 
( ) ( )=  ,                                      (3) 
( ) ( )=  ,                                     ( ) 
 
шартларни қаноатлантирувчи тривиал бўлмаган ечими мавжуд бўлсин. 
  масала.   параметрнинг шундай қийматлари топилсинки, (1) тенгламанинг   соҳада 
регуляр ва  
( ) ( ) =  ,                                      (2*) 
( ) ( )→ =  ,                           (3*) 
( ) ( )→ =  ,                           (4*) 
 
шартларни қаноатлантирувчи тривиал бўлмаган ечими мавжуд бўлсин. 
  сонли параметрнинг   ва   масалаларда айтилган қийматлари шу масалаларнинг хос 
қийматлари, буларга мос келувчи ечимлари эса   ва   масалаларнинг хос функциялари 
дейилади. 
Биринчи бўлиб,   масалани ўрганамиз.  
  
2.   масаланинг хос қийматлари ва уларга мос хос функцияларини топиш.  
  масалани ечиш учун Фурьенинг ўзгарувчиларни ажратишга асосланган усулидан 
фойдаланамиз. Бу усулни қўллашдан олдин (1) тенгламани ва ( )-( ) шартларни қутб 
координаталари системасида тасвирлаб оламиз. 
Бунинг учун ( ) ( )=  алмаштиришни бажарамиз, бу ерда = , = ,   , 
   . 




   = − + + + , 

= − ,    = + . 
 
Буларни (1) тенгламага қўйиб, қутб координаталар системасидаги тасвирига эга бўламиз: 
 
( ) ( )    ++ + + + = .                  (5) 
 
( )-( ) шартларни ҳам қутб координаталар системасида ифодалаймиз: 
 
( ) ( )  == = ,      ;                            ( ) 
( ) ( ) = == = ,    ;                              (7) 
( ) ( )  = == = ,     .                            (8) 
 
Юқоридагиларни эътиборга олиб, қутб координаталар системасида қуйидаги масалага келамиз: 
  параметрнинг шундай қийматлари топилсинки, (5) тенгламанинг ( )    =      
соҳада аниқланган ва ( )-(8) шартларни қаноатлантирувчи тривиал бўлмаган ечими мавжуд бўлсин. 
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1. Кириш. Маълумки, ҳозирги пайтда турли типга тегишли бўлган хусусий ҳосилали 
дифференциал тенгламалар учун спектрал масалалар жадаллик билан ривожланмоқда. Спектрал 
назария бўйича олиб борилаётган тадқиқот ишларини шартли равишда иккита йўналишга ажратиш 
мумкин. Биринчиси спектрал парамерга эга бўлган дифференциал тенгламалар учун ягоналик 
теоремалари ҳисобланади. Иккинчи йўналиш эса кўрилаётган масалаларнинг хос қийматлари ва 
уларга мос келувчи хос функцияларини топишдан иборат. Иккинчи йўналиш бўйича ҳозирги вақтда 
илмий тадқиқот ишлари жадаллик билан олиб борилмоқда ва ривожлантирилмоқда. Хорижда ва 
мамлакатимизда эллиптик ва аралаш типдаги турли тенгламалар учун хос қиймат ҳақидаги 
масалаларни [1-8] ишларда учратиш мумкин.  
Мақолада кўзда тутилган мақсад эллиптик типдаги сингуляр коэффициентли тенглама учун локал 
шартли хос қийматлар ҳақидаги масалаларни ўрганишдан иборат. 
Ушбу   
 
  + + + + = ,                                (1) 
 
тенгламани ,x y  текислигининг четлари ( ) , ( )  нуқталарда бўлган 
( )  = + =    айлана ёйи, ( )= =     ва ( )= =  
   кесмалар билан чегараланган   соҳада қараймиз. Бу ерда R  , жумладан 1/ 2  . 
  соҳада (1) тенглама эллиптик типга тегишли бўлиб, соҳанинг A  ва B  кесмалари эса шу 
тенгламанинг сингулярлик чизиқлари ҳисобланади.  
  соҳада аниқланган ( )  функция (1) тенгламада иштирок этувчи барча ҳосилалари билан 
узлуксиз бўлиб, уни айниятга айлантирса, у ҳолда ( )  функция (1) тенгламанинг регуляр 
(классик) ечими дейилади. 
  соҳада (1) тенглама учун қуйидаги масалаларни ўрганамиз. 
D  масала.   параметрнинг шундай қийматлари топилсинки, (1) тенгламанинг   соҳада 
регуляр ва  
( ) ( ) 0, 0, ,u x y x y =  ,                                      (2) 
( ) ( ),0 0, ,0u x x OA=  ,                                      (3) 
( ) ( )0, 0, 0,u y y OB=  ,                                     (4) 
 
шартларни қаноатлантирувчи тривиал бўлмаган ечими мавжуд бўлсин. 
DN  масала.   параметрнинг шундай қийматлари топилсинки, (1) тенгламанинг   соҳада 
регуляр ва  
( ) ( ) 0, 0, ,u x y x y =  ,                                      (2*) 
( ) ( )2
0
lim , 0, ,0y
y
y u x y x OA→ =  ,                           (3*) 
( ) ( )2
0
lim , 0, 0,x
x
x u x y y OB→ =  ,                           (4*) 
 
шартларни қаноатлантирувчи тривиал бўлмаган ечими мавжуд бўлсин. 
  сонли параметрнинг D  ва DN  масалаларда айтилган қийматлари шу масалаларнинг хос 
қийматлари, буларга мос келувчи ечимлари эса D  ва DN  масалаларнинг хос функциялари 
дейилади. 
Биринчи бўлиб, D  масалани ўрганамиз.  
  
2. D  масаланинг хос қийматлари ва уларга мос хос функцияларини топиш.  
D  масалани ечиш учун Фурьенинг ўзгарувчиларни ажратишга асосланган усулидан 
фойдаланамиз. Бу усулни қўллашдан олдин (1) тенгламани ва (2)-(4) шартларни қутб 
координаталари системасида тасвирлаб оламиз. 
Бунинг учун ( ) ( ), ,u x y u r =  алмаштиришни бажарамиз, бу ерда cosx r = , siny r = , 0 1r  , 
0 / 2   . 






sin 2 cos cos sin 2
sinyy rr r ru u u u u ur rr r  
   = − + + + , 
sin
cosx ru u ur 
= − ,    cossiny ru u ur 
= + . 
 
Буларни (1) тенгламага қўйиб, қутб координаталар системасидаги тасвирига эга бўламиз: 
 
( ) ( )
2 2
1 4 1 4
2 0rr ru u u ctg u ur r r 
   ++ + + + = .                  (5) 
 
(2)-(4) шартларни ҳам қутб координаталар системасида ифодалаймиз: 
 




u x y u r  == = ,   0 / 2   ;                            (6) 




u x y u r = == = ,  0 1r  ;                              (7) 




u x y u r  = == = ,   0 1r  .                            (8) 
 
Юқоридагиларни эътиборга олиб, қутб координаталар системасида қуйидаги масалага келамиз: 
  параметрнинг шундай қийматлари топилсинки, (5) тенгламанинг ( ) , :0 1, 0 / 2r r   =      
соҳада аниқланган ва (6)-(8) шартларни қаноатлантирувчи тривиал бўлмаган ечими мавжуд бўлсин. 
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Бу масалада, юқорида айтганимиздек, ўзгарувчиларни ажратиш усулини қўллаймиз, яъни ечимни 
( ) ( ) ( ),u r R r =   кўринишда қидирамиз. У ҳолда (5) тенгламанинг кўриниши кўйидагича бўлади: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
1 4 1
R r R r R r
r r
  +   +  +  +  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
4
2 0ctg R r R r
r
    +  +  = , 
бундан  
 
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( )
2 21 4 4 2r R r rR r r R r ctg
R r
     

   + + +  + = −   
 
тенгликни оламиз. 
Бу ифоданинг чап ва ўнг томонлари бир-бирига боғлиқ бўлмаганлиги сабабли унинг қийматини 
қандайдир   сонга тенг деб олишимиз мумкин. Натижада бизда ( )R r  ва ( ) ларга нисбатан 
иккита оддий дифференциал тенгламалар пайдо бўлади: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 4 0, 0 1r R r rR r r R r r   + + + − =   ;               (9) 
( ) ( ) ( ) ( )4 2 0, 0 / 2ctg         +  +  =   .                 (10) 
 




u r R r = ==  =  бўлишини эътиборга олсак, бундан ( )1 0R =  эканлигини 
топамиз. 
(7) шартдан эса ( ) ( ) ( )
0 0
, 0u r R r  = ==  =  бўлиши келиб чиқади ва бундан  ( )0 0 =  шартга эга 
бўламиз. 
Ва ниҳоят, (8) тенгликдан ( ) ( ) ( )
/2 /2
, 0u r R r    = ==  =  эканлигини топамиз, бундан эса 
( )/ 2 0 =  шартни ҳосил қиламиз. 
Юқоридагилардан ташқари, ( ),u r   функциянинг қаралаётган   соҳада узлуксиз эканлигини 
эътиборга олиб, ( )0R  +  шартни топамиз. 
Шундай қилиб, ( )R r  ва ( )  номаълум функцияларга нисбатан қуйидаги иккита масалага 
келамиз: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 4 0, 0 1;r R r rR r r R r r   + + + − =                                        (11) 
( ) ( )0 , 1 0,R R + =                                                        (12) 
          ( ) ( ) ( ) ( )4 2 0, 0 / 2;ctg         +  +  =                                     (13) 
( )0 0, =                                                                       (14) 
( )/ 2 0. =                                                                     (15) 
 
Аввал (11)-(12) масаланинг ечимини топамиз. (11) тенгламанинг умумий ечимини топишга ҳаракат 
қиламиз. (11) тенгламада ( ) ( ) ( )2/R r M  −=  алмаштиришни бажарамиз, бу ерда r = . 
Натижада бизда Бессел тенгламаси [9] деб аталувчи қуйидаги тенглама ҳосил бўлади: 
 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 0M M M       + + − = .                                               (16) 
    
(16) тенгламанинг умумий ечимидан [9] ва киритилган алматиришдан фойдаланиб (11) 
тенгламанинг умумий ечимини ҳосил қиламиз: 
 
( ) ( ) ( )   − −= +   ,                                  (17) 
бу ерда   = + ,  ва   ихтиёрий ўзгармас сонлар, ( )  ва ( ) лар эса мос равишда   
тартибли биринчи ва иккинчи тур Бессел функцияларидир ]. 
(17) умумий ечимдан  ва  ўзгармасларни шундай танлаймизки, ( )  функция (1 ) 
шартлардан биринчисини қаноатлантирсин.  
(17) да ( )  +  шартни текшириш учун биринчи ва иккинчи тур Бессел функцияларининг нол 
нуқта атрофида қандай ҳолатда бўлиши муҳим аҳамиятга эга.  
 
  
Юқоридаги -расмдан кўринадики, иккинчи тур Бессел функцияси нол нуқта атрофида 
чегараланмаган. Шунинг учун бу ифодада =  дейишга мажбур бўламиз.  
 
 
-расмда кўриш мумкинки, ( )     ва   бўлган ҳолларда ( )  −  функция 
чегараланган. Буларни эътиборга олсак ва умумийликни чегараламай (17)да =  деб олсак, ( ) 
тенгламанинг (1 ) шартлардан биринчисини қаноатлантирувчи ечими 
( ) ( )    −=                                                    (18)  
кўринишда эканлигини топамиз. 
Энди иккинчи масала, яъни (13)-(15) масала ечимини топамиз. 
 (13) тенгламада =  алмаштириш бажарамиз ва  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   −  + + − +  +  =   , 
 
кўринишдаги Гаусснинг гипергеометрик тенгламаси деб номланувчи ] тенгламага эга бўламиз. Бу 
тенгламанинг умумий ечимидан ] ва алмаштиришдан фойдаланиб, (1 ) тенгламанинг умумий 
ечимини ҳосил қиламиз: 
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Бу масалада, юқорида айтганимиздек, ўзгарувчиларни ажратиш усулини қўллаймиз, яъни ечимни 
( ) ( ) ( ) =   кўринишда қидирамиз. У ҳолда (5) тенгламанинг кўриниши кўйидагича бўлади: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  +   +  +  +  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )    +  +  = , 
бундан  
 
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( )
     

   + + +  + = −   
 
тенгликни оламиз. 
Бу ифоданинг чап ва ўнг томонлари бир-бирига боғлиқ бўлмаганлиги сабабли унинг қийматини 
қандайдир   сонга тенг деб олишимиз мумкин. Натижада бизда ( )  ва ( ) ларга нисбатан 
иккита оддий дифференциал тенгламалар пайдо бўлади: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )   + + + − =   ;               ( ) 
( ) ( ) ( ) ( )         +  +  =   .                 (1 ) 
 
( ) шартдан ( ) ( ) ( ) = ==  =  бўлишини эътиборга олсак, бундан ( ) =  эканлигини 
топамиз. 
(7) шартдан эса ( ) ( ) ( )  = ==  =  бўлиши келиб чиқади ва бундан  ( ) =  шартга эга 
бўламиз. 
Ва ниҳоят, (8) тенгликдан ( ) ( ) ( )    = ==  =  эканлигини топамиз, бундан эса 
( ) =  шартни ҳосил қиламиз. 
Юқоридагилардан ташқари, ( )  функциянинг қаралаётган   соҳада узлуксиз эканлигини 
эътиборга олиб, ( )  +  шартни топамиз. 
Шундай қилиб, ( )  ва ( )  номаълум функцияларга нисбатан қуйидаги иккита масалага 
келамиз: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )   + + + − =                                        (11) 
( ) ( ) + =                                                        (12) 
          ( ) ( ) ( ) ( )         +  +  =                                     (13) 
( ) =                                                                       (14) 
( ) =                                                                     (15) 
 
Аввал (11)-(12) масаланинг ечимини топамиз. (1 ) тенгламанинг умумий ечимини топишга ҳаракат 
қиламиз. ( 1) тенгламада ( ) ( ) ( )  −=  алмаштиришни бажарамиз, бу ерда  = . 
Натижада бизда Бессел тенгламаси ] деб аталувчи қуйидаги тенглама ҳосил бўлади: 
 
( ) ( ) ( ) ( )       + + − = .                                               (1 ) 
    
(1 ) тенгламанинг умумий ечимидан ] ва киритилган алматиришдан фойдаланиб (1 ) 
тенгламанинг умумий ечимини ҳосил қиламиз: 
 
( ) ( ) ( )2 2 , 0 1R r Ar J r Br Y r r   − −= +   ,                                  (17) 
бу ерда 24  = + , A  ва B  – ихтиёрий ўзгармас сонлар, ( )J z  ва ( )Y z лар эса мос равишда   
тартибли биринчи ва иккинчи тур Бессел функцияларидир [9]. 
(17) умумий ечимдан A  ва B  ўзгармасларни шундай танлаймизки, ( )R r  функция (12) 
шартлардан биринчисини қаноатлантирсин.  
(17) да ( )0R  +  шартни текшириш учун биринчи ва иккинчи тур Бессел функцияларининг нол 
нуқта атрофида қандай ҳолатда бўлиши муҳим аҳамиятга эга.  
 
  
Юқоридаги -расмдан кўринадики, иккинчи тур Бессел функцияси нол нуқта атрофида 
чегараланмаган. Шунинг учун бу ифодада 0=  дейишга мажбур бўламиз.  
 
 
-расмда кўриш мумкинки, ( )     ва 0  бўлган ҳолларда ( )  −  функция 
чегараланган. Буларни эътиборга олсак ва умумийликни чегараламай (17)да 1=  деб олсак, ( ) 
тенгламанинг (1 ) шартлардан биринчисини қаноатлантирувчи ечими 
( ) ( )    −=                                                    (18)  
кўринишда эканлигини топамиз. 
Энди иккинчи масала, яъни (13)-(15) масала ечимини топамиз. 
 (13) тенгламада =  алмаштириш бажарамиз ва  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   −  + + − +  +  =   , 
 
кўринишдаги Гаусснинг гипергеометрик тенгламаси деб номланувчи ] тенгламага эга бўламиз. Бу 
тенгламанинг умумий ечимидан ] ва алмаштиришдан фойдаланиб, (1 ) тенгламанинг умумий 




2 Re 0 Re 2 A 2r J r
A 11
2
2 , Re 2R r r J r
2sinz
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( ) ( )2/ 2, / 2, 1/ 2;sinCF       = + − + +  
( ) ( ) ( ) ( )1 2sin 1 / 2, 1 / 2, 3 / 2 ;sinD F    −  + + − −  ,                                     (19) 
 
бу ерда C  ва D  ўзгармас сонлар бўлиб, 2 2 0C D+   шартни қаноатлантиради. 
 
(19) ни ( ), ; ;0 1F a b c =  ва ( ) ( ) ( )( ) ( ), , ;1
c c a b
F a b c
c a c b
  − −=  −  − , 0c a b− −   тенгликларни эътиборга олиб, 
(14) ва (15) шартларга олиб бориб қўямиз ва C  ҳамда D  ларга нисбатан чизиқли тенгламалар 
системасини ҳосил қиламиз:  
 
( ) ( )0 / 2, / 2, 1/ 2;0 0 0CF D     = + − + +  = , 
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
1/ 2 1/ 2 3 / 2 1/ 2
/ 2 0
1 / 2 1 / 21 / 2 1 / 2
C D
        
 +  −  −  − = + = − −  − + −  +      
. 
 
Бу тенгламалар системасининг биринчи тенгламасидан ( ) 0   ни инобатга оладиган бўлсак, 
0D   ва 0C =  дейишга мажбурмиз. У ҳолда иккинчи тенгламада биринчи ҳад нолга тенг бўлади, 
иккинчи ҳадда эса 0D   ва унга кўпайган касрнинг сурати   нинг ихтиёрий қийматида аниқланган, 
махражида қатнашган Эйлернинг гамма функцияларнинг [10] аргументларини эса ( )0,1,2,...n n− = га 










 − − = − = − + = − =
 
 
Бу системадан   ни топиб, 2   шартни қаноатлантирадиганини ажратадиган бўлсак, у 
қуйидагига тенг бўлади: 
 
2 2 ,n n n N = −  .                                                                     (20) 
 
Шундан сўнг 2 24n n  = − , n N  эканлигини топамиз, бу эса (13)-(15) масаланинг хос қийматлари 
ҳисобланади, бу ерда n  – (20) тенглик билан аниқланади. 
(19) тенгликка n = , nD c= , n N  ( 0nc   – ўзгармас сонлар)ларни қўйиб, n  хос қийматларга 
мос келувчи (13)-(15) масаланинг хос функцияларини топамиз: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2sin 1 / 2, 1 / 2, 3 / 2 ;sinn n n nc F     −   = + − −  , n N .  (21) 
Демак, бизда n  маълум. (11) тенгламанинг (12) шартларидан биринчисини қаноатлантирувчи 
ечими ҳисобланмиш (18) га n = , n N  ни қўйиб, уни (12) шартнинг иккинчисига бўйсундирамиз ва 
  га нисбатан қуйидаги тенгламага келамиз:  ( ) 0,
n
J n N  =  .                                                                  (22) 
Бессел тенгламалари назарияси [9] ва 2 ,n n N    шартга асосланиб, (22) тенглама n  нинг ҳар 
бир қиймати учун фақат ҳақиқий илдизга эга, жумладан бу илдизлар саноқли сондадир. Уларни биз 
nm  билан белгиласак, D  масаланинг хос қийматларини 
 
2
, , , ,n m n m m n N =                                                                   (23) 
 
кўринишда эканлигини топамиз.   нинг бу қийматларини (18) га қўйиб, 
 
( ) ( )  −=                                                             ( ) 
 
га эга бўламиз. 
( ) ва ( )га асосан,   масаланинг тривиал бўлмаган саноқли сондаги ечимлари мавжудлигини 
ва улар  
 
( ) ( )  −=   
( ) ( ) ( ) ( )    −   + − −   ,    
 
тенглик билан аниқланишини топамиз, бу ерда    ўзгармас сонлар. 
Шу билан   масаланинг тадқиқоти тугатилди. 
Энди эса   масаланинг тадқиқотига ўтамиз. 
 
3.   масаланинг хос қийматлари ва уларга мос хос функцияларни топиш 
 
  масалани ечиш учун ҳам Фурьенинг ўзгарувчиларни ажратишга асосланган усулидан 
фойдаланамиз. Бу ерда ҳам масалани қутб координаталари системасида тасвирлаймиз. (1) 
тенглама (5) кўринишга келади. (2*)-(4*) шартларни ҳам қутб координаталар системасида 
ифодалаймиз: 
 
( ) ( )  == = ,      ;                                                (25) 
( )     → = = + =                                            ( ) 
( ) ( )   → = = + =  .                                      (27) 
 
Юқоридагиларни эътиборга олиб, қутб координаталар системасида қуйидаги масалага келамиз: 
  параметрнинг шундай қийматлари топилсинки, (5) тенгламанинг   соҳада аниқланган ва (25)-(27) 
шартларни қаноатлантирувчи тривиал бўлмаган ечими мавжуд бўлсин. 
Бу масалада, юқорида айтганимиздек, ўзгарувчиларни ажратиш усулини қўллаймиз, яъни ечимни 
( ) ( ) ( ) =   кўринишда қидирамиз. У ҳолда (5) тенгламадан ва (26), (27) шартлардан қуйидаги 
масалаларга келинади: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )   + + + − =                                         (28) 
( ) ( ) + =                                                                ( ) 
          ( ) ( ) ( ) ( )         +  +  =                                     (30) 
( )( )    →  =  ,                                                               (3 ) 
( )( )     →  =  .                                                            (32) 
 
(28)-( ) масала юқорида ечилган. (28) тенгламанинг ( ) шартлардан биринчисини 
қаноатлантирувчи ечими қуйидагидан иборат: 
 
( ) ( )    −=  .                                                        (33)  
 
Энди иккинчи масала, яъни (30)-(32) масала ечимини топамиз. 
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( ) ( )       = + − + +  
( ) ( ) ( ) ( )    −  + + − −  ,                                     ( ) 
 
бу ерда C  ва D  ўзгармас сонлар бўлиб, +   шартни қаноатлантиради. 
 
( ) ни ( ) =  ва ( ) ( ) ( )( ) ( )
  − −=  −  − , 0− −   тенгликларни эътиборга олиб, 
( ) ва (15) шартларга олиб бориб қўямиз ва C  ҳамда D  ларга нисбатан чизиқли тенгламалар 
системасини ҳосил қиламиз:  
 
( ) ( )     = + − + +  = , 
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
        
 +  −  −  − = + = − −  − + −  +      
. 
 
Бу тенгламалар системасининг биринчи тенгламасидан ( )   ни инобатга оладиган бўлсак, 
0  ва 0=  дейишга мажбурмиз. У ҳолда иккинчи тенгламада биринчи ҳад нолга тенг бўлади, 
иккинчи ҳадда эса 0  ва унга кўпайган касрнинг сурати   нинг ихтиёрий қийматида аниқланган, 
махражида қатнашган Эйлернинг гамма функцияларнинг ] аргументларини эса ( )− = га 




 − − = − = − + = − =
 
 
Бу системадан   ни топиб, 2   шартни қаноатлантирадиганини ажратадиган бўлсак, у 
қуйидагига тенг бўлади: 
 
n N = −  .                                                                     ( ) 
 
Шундан сўнг   = − , n N  эканлигини топамиз, бу эса (13)-(15) масаланинг хос қийматлари 
ҳисобланади, бу ерда    ( ) тенглик билан аниқланади. 
(1 ) тенгликка  = , D c= , n N  ( 0   ўзгармас сонлар)ларни қўйиб,   хос қийматларга 
мос келувчи (13)-(15) масаланинг хос функцияларини топамиз: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )     −   = + − −  , n N .  ( ) 
Демак, бизда   маълум. (1 ) тенгламанинг (1 ) шартларидан биринчисини қаноатлантирувчи 
ечими ҳисобланмиш (18) га  = , n N  ни қўйиб, уни ( ) шартнинг иккинчисига бўйсундирамиз ва 
  га нисбатан қуйидаги тенгламага келамиз:  ( )  =  .                                                                  ( ) 
Бессел тенгламалари назарияси ] ва n N    шартга асосланиб, ( ) тенглама n  нинг ҳар 
бир қиймати учун фақат ҳақиқий илдизга эга, жумладан бу илдизлар саноқли сондадир. Уларни биз 
  билан белгиласак, D  масаланинг хос қийматларини 
 
 =                                                                   (23) 
 
кўринишда эканлигини топамиз.   нинг бу қийматларини (18) га қўйиб, 
 
( ) ( )2, ,nn m n mR r r J r  −=                                                             (24) 
 
га эга бўламиз. 
(21) ва (24)га асосан, D  масаланинг тривиал бўлмаган саноқли сондаги ечимлари мавжудлигини 
ва улар  
 
( ) ( )2 2, , ,, nn m n m n mu x y c r J r  −=   
( ) ( ) ( ) ( )1 2sin 1 / 2, 1 / 2, 3 / 2 ;sinn nF    −   + − −   ,  ,m n N  
 
тенглик билан аниқланишини топамиз, бу ерда , 0n mc   – ўзгармас сонлар. 
Шу билан D  масаланинг тадқиқоти тугатилди. 
Энди эса DN  масаланинг тадқиқотига ўтамиз. 
 
3. DN  масаланинг хос қийматлари ва уларга мос хос функцияларни топиш 
 
DN  масалани ечиш учун ҳам Фурьенинг ўзгарувчиларни ажратишга асосланган усулидан 
фойдаланамиз. Бу ерда ҳам масалани қутб координаталари системасида тасвирлаймиз. (1) 
тенглама (5) кўринишга келади. (2*)-(4*) шартларни ҳам қутб координаталар системасида 
ифодалаймиз: 
 




u x y u r  == = ,   0 / 2   ;                                                (25) 
( )  2 2
0 0
lim , ( sin ) 0,y r y y
y y
y u x y r u r u   → = = + =                                            (26) 
( ) ( ) 22
0 0
lim , cos 0x r x x
x x
x u x y r u r u

 → = = + =  .                                      (27) 
 
Юқоридагиларни эътиборга олиб, қутб координаталар системасида қуйидаги масалага келамиз: 
  параметрнинг шундай қийматлари топилсинки, (5) тенгламанинг   соҳада аниқланган ва (25)-(27) 
шартларни қаноатлантирувчи тривиал бўлмаган ечими мавжуд бўлсин. 
Бу масалада, юқорида айтганимиздек, ўзгарувчиларни ажратиш усулини қўллаймиз, яъни ечимни 
( ) ( ) ( ),u r R r =   кўринишда қидирамиз. У ҳолда (5) тенгламадан ва (26), (27) шартлардан қуйидаги 
масалаларга келинади: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 4 0, 0 1;r R r rR r r R r r   + + + − =                                         (28) 
( ) ( )0 , 1 0,R R + =                                                                (29) 
















  =  .                                                            (32) 
 
(28)-(29) масала юқорида ечилган. (28) тенгламанинг (29) шартлардан биринчисини 
қаноатлантирувчи ечими қуйидагидан иборат: 
 
( ) ( )2 , Re 2R r r J r    −=  .                                                        (33)  
 
Энди иккинчи масала, яъни (30)-(32) масала ечимини топамиз. 
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( ) ( )20 / 2, / 2, 1/ 2;sinC F       = + − + +  
( ) ( ) ( ) ( )1 20 sin 1 / 2, 1 / 2, 3 / 2 ;sinD F    −  + + − −  ,                                (34) 
 
бу ерда 0C  ва 0D  – ўзгармас сонлар бўлиб, 2 20 0 0C D+   шартни қаноатлантиради. 
(34) дан ( ), ; ;0 1F a b c =  ва ( ) ( ) ( )( ) ( ), , ;1
c c a b
F a b c
c a c b
  − −=  −  − , 0c a b− −    
тенгликларга асосан қуйидагини ҳосил қиламиз: 
 
( )( ) ( )2 0
0
lim sin 1 2 0D

   →   = − =  ,                                                  (35) 

















  −  = + =    − − ,                                 (36) 
 
бу ерда 1/ 2, / 2, / 2c a b    = + = + = − . 
(35) тенгламадан 0 0D =  ва 0 0C   дейишга мажбурмиз. У ҳолда (36) тенгламада иккинчи ҳад 
нолга тенг бўлади, биринчи ҳадда эса 0 0C   ва унга кўпайган касрнинг сурати   нинг ихтиёрий 
қийматида аниқланган, махражида қатнашган гамма функцияларнинг [10] аргументларини эса 










 − = − = + = − =
 
 
Бу системадан   ни топиб, 2   шартни қаноатлантирадиганини ажратадиган бўлсак, у 
қуйидагига тенг бўлади: 
2 2 , 0,1,2,...n n n = + = .                                                            (37) 
 
Шундан сўнг 2 24n n  = − , n N  эканлигини топамиз, бу эса (30)-(32) масаланинг хос қийматлари 
ҳисобланади, бу ерда n  – (37) тенглик билан аниқланади. 
(34) тенгликка n = , 0 nC c= , n N  ( 0nc   – ўзгармас сонлар)ларни қўйиб, n  хос қийматларга 
мос келувчи (30)-(32) масаланинг хос функцияларини топамиз: 
 
( ) ( )2/ 2, / 2, 1/ 2;sinn n n nc F       = + − + , 0,1, 2,...n = .                                  (38) 
 
Демак, бизда n  маълум бўлиб, уни (33)га олиб бориб қўямиз ҳамда уни (29) шартнинг 
иккинчисига бўйсундирамиз.   га нисбатан қуйидаги тенгламага келамиз:  
 ( ) 0, 0,1,2,...
n
J n  = = .                                                                 (39) 
Бессел тенгламалари назарияси [9] ва 2 , 0,1,2,...n n  =  шартга асосланиб, (39) тенглама n  
нинг ҳар бир қиймати учун фақат ҳақиқий илдизга эга, жумладан, бу илдизлар саноқли сондадир. 
Уларни биз nm  билан белгиласак, D  масаланинг хос қийматлари 2, , , ,n m n m m n N =   кўринишда 
эканлигини топамиз.   нинг бу қийматларини (33)га қўйиб 
 
( ) ( )2, ,nn m n mR r r J r  −=                                                                   (40)  
 
га эга бўламиз. 
(38) ва ( )га асосан,   масаланинг тривиал бўлмаган саноқли сондаги ечимлари 
мавжудлигини ва улар  
 
( ) ( )  −=   
( )      + − +  ,    
 
тенглик билан аниқланишини топамиз, бу ерда    ўзгармас сонлар. 
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or the elliptic type of differential equation with two singular coefficients, the quadratic values of the Dirixle 
and Dirixle-Neumann problems were found in the quarter in that work. The field and boundary conditions for 
solving these problems are described in the polar coordinate system. The result is a rectangle in the polar 
coordinate system. Then, we used the method of separating variables in the right rectangle, that is, divided the 
variables by the equation ( ) ( ) ( ) =   and divided the problem into two distinct values for ordinary 
differential equations. 
The first of the ordinary differential equations is the substitution of ( ) ( ) ( )  −= , where the 
equation  = , Bessel equation is presented, and the general solution of the first equation is found using the 
equation that represents the general solution of this equation. The general solution of the problem is found by 
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( ) ( )       = + − + +  
( ) ( ) ( ) ( )    −  + + − −  ,                                (34) 
 
бу ерда C  ва D   ўзгармас сонлар бўлиб, +   шартни қаноатлантиради. 
(34) дан ( ) =  ва ( ) ( ) ( )( ) ( )
  − −=  −  − , 0− −    
тенгликларга асосан қуйидагини ҳосил қиламиз: 
 
( )( ) ( )   →   = − =  ,                                                  (35) 







  −  = + =    − − ,                                 (36) 
 
бу ерда / 2    = + = + = − . 
(35) тенгламадан 0=  ва 0  дейишга мажбурмиз. У ҳолда (36) тенгламада иккинчи ҳад 
нолга тенг бўлади, биринчи ҳадда эса 0  ва унга кўпайган касрнинг сурати   нинг ихтиёрий 
қийматида аниқланган, махражида қатнашган гамма функцияларнинг ] аргументларини эса 




 − = − = + = − =
 
 
Бу системадан   ни топиб, 2   шартни қаноатлантирадиганини ажратадиган бўлсак, у 
қуйидагига тенг бўлади: 
,2,... = + = .                                                            (37) 
 
Шундан сўнг   = − , n N  эканлигини топамиз, бу эса (30)-(32) масаланинг хос қийматлари 
ҳисобланади, бу ерда    (37) тенглик билан аниқланади. 
(34) тенгликка  = , C c= , n N  ( 0   ўзгармас сонлар)ларни қўйиб,   хос қийматларга 
мос келувчи (30)-(32) масаланинг хос функцияларини топамиз: 
 
( ) ( )       = + − + , 2,...= .                                  (38) 
 
Демак, бизда   маълум бўлиб, уни (33)га олиб бориб қўямиз ҳамда уни ( ) шартнинг 
иккинчисига бўйсундирамиз.   га нисбатан қуйидаги тенгламага келамиз:  
 ( )  = = .                                                                 (39) 
Бессел тенгламалари назарияси ] ва ,2,...  =  шартга асосланиб, (39) тенглама n  
нинг ҳар бир қиймати учун фақат ҳақиқий илдизга эга, жумладан, бу илдизлар саноқли сондадир. 
Уларни биз   билан белгиласак, D  масаланинг хос қийматлари  =   кўринишда 
эканлигини топамиз.   нинг бу қийматларини (33)га қўйиб 
 
( ) ( )  −=                                                                   ( )  
 
га эга бўламиз. 
(38) ва (40)га асосан, DN  масаланинг тривиал бўлмаган саноқли сондаги ечимлари 
мавжудлигини ва улар  
 
( ) ( )2 2, , ,, nn m n m n mu x y c r J r  −=   
( )2/ 2, / 2, 1/ 2;sinn n nc F       + − +  ,  ,m n N  
 
тенглик билан аниқланишини топамиз, бу ерда , 0n mc   – ўзгармас сонлар. 
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For the elliptic type of differential equation with two singular coefficients, the quadratic values of the Dirixle 
and Dirixle-Neumann problems were found in the quarter in that work. The field and boundary conditions for 
solving these problems are described in the polar coordinate system. The result is a rectangle in the polar 
coordinate system. Then, we used the method of separating variables in the right rectangle, that is, divided the 
variables by the equation ( ) ( ) ( ),u r R r =   and divided the problem into two distinct values for ordinary 
differential equations. 
The first of the ordinary differential equations is the substitution of ( ) ( ) ( )2/R r M  −= , where the 
equation r = , Bessel equation is presented, and the general solution of the first equation is found using the 
equation that represents the general solution of this equation. The general solution of the problem is found by 
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submitting to the conditions of the first problem, and the specific values and corresponding functions of the first 
problem for ordinary differential equations are found. 
In the second ordinary differential equation, the substitution of 2sinz =  was performed and the equation is 
referred to the equation known as Gaussian hypergeometric equation. Using the general solution of this equation 
around the zero point and the substitution, the general solution of the second ordinary differential equation is 
found. Submitting this general solution to the conditions of the second problem, we find the specific values and 
corresponding functions of the second problem for ordinary differential equations. 
After the first and second problems of the ordinary differential equations have been found, they are put into 
the equation ( ) ( ) ( ),u r R r =   and are considered as the specific functions of the Dirixle problem for the 
singular derivative differential equation with two singular coefficients. In the same way the Dirichle-Neumann 
problem was investigated. Here, the equation and boundary conditions are described in a polar coordinate 
system. The variables ( ) ( ) ( ),u r R r =   are separated and the problem of the polar coordinate system is 
about the value inherent in ordinary differential equations. Specific values and related functions have been found 
for these issues. The specific functions found are put in the ( ) ( ) ( ),u r R r =   equation, resulting in specific 
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